Enonces et corrections : Sandra Delaunay 


Sujets de l’annee 2006-2007 



1 Devoir a la maison 


Exercice 1 

Soit aGR, notons A la matrice suivante 

a=(° / V 

\—a 1 +aj 

On definit une suite (u n ) ne ji, par la donnee de uq et u\ et la relation de recurrence suivante, pour n <G N 

Un-\- 2 — (1 i Qiin 


1. Pour quelles valeurs de a la matrice A est-elle diagonalisable ? 

2. Lorsque A est diagonalisable, calculer A" pour n S N. 

3. On suppose A diagonalisable. On note U n le vecteur U n = ( 

\Un+\ 

de A, puis U n en fonction de JJq et de A. 

Correction ▼ 


, exprimer U n+ \ en fonction de U n et 

[002591] 


Exercice 2 

Soit A la matrice de M3 (M) suivante : 



1. La matrice A est-elle diagonalisable ? 

2. Calculer (A — H 3 ) 1 2 3 , puis (A — 2/3)" pour tout n e N. En deduire A". 

Correction ▼ 


[002592] 


Exercice 3 

Soit / l’endomorphisme de R 4 dont la matrice dans la base canonique est 


/— 8 

-3 

-3 

1\ 

6 

3 

2 

-1 

26 

7 

10 

-2 

\o 

0 

0 

2/ 


1. Demontrer que 1 et 2 sont des valeurs propres de /. 

2. Determiner les vecteurs propres de /. 

3. Soit It un vecteur propre de / pour la valeur propre 2. Trouver des vecteurs v et w tels que 

/(v) = 2v + u et f(w) = 2vv + v. 


1 



4. Soit e un vecteur propre de / pour la valeur propre 1. Demontrer que (e. w, v. w) est une base de M 4 . 
Donner la matrice de / dans cette base. 

5. La matrice A est-elle diagonalisable ? 

Correction ▼ [002593] 


2 Partiel 

Exercice 4 

Soit A la matrice suivante 

/ 3 0-1 

A = 2 4 2 

\-l 0 3 

1. Determiner et factoriser le polynome caracteristique de A. 

2. Demontrer que A est diagonalisable et determiner une matrice D diagonale et une matrice P inversible 
telles A = PDP * 1 . 

3. Donner en le justifiant, mais sans calcul, le polynome minimal de A. 

4. Calculer A" pour n G N. 

Correction T [002594] 


Exercice 5 

Soit A la matrice suivante 


A = 


1 1 
2 1 


1. Calculer le polynome caracteristique et determiner les valeurs propres de A. 

2. On note X\ > Xi les valeurs propres de A, E\ et Ej les sous-espaces propres associes. Determiner une 
base (£1,62) de M 2 3 4 telle que £1 G E\, £2 G E2, les deux vecteurs ayant des coordonnees de la forme ( I ,y). 

3. Soit x un vecteur de M 2 , on note (a, /3 ) ses coordonnees dans la base (ej , £2). Demontrer que, pour n G N, 
on a 

A n x = aX" £1 + pXg £2 


4. Notons A n x = N "J dans la base canonique de M 2 . Exprimer a n et b n en fonction de a, /3, X\ et Xi. En 
deduire que, si a / 0, la suite ^ tend vers \Jl quand n tend vers +°o. 

5. Expliquer, sans calcul, comment obtenir a partir des questions precedentes une approximation de y/2 par 


une suite de nombres rationnels. 

Correction ▼ 


[002595] 


Exercice 6 

Soit P(X) un polynome de C[X], soit A une matrice de M„(C). On note B la matrice : B = P(A) G M„(C). 

1. Demontrer que si x est un vecteur propre de A de valeur propre X, alors x est un vecteur propre de B de 
valeur propre P(X). 

2. Le but de cette question est de demontrer que les valeurs propres de B sont toutes de la forme P(X), avec 
X valeur propre de A. 

Soit g G C, on decompose le polynome P(X) — p en produit de facteurs de degre 1 : 

P(X) - jU = a(X - «i) • • • (X - dr). 

(a) Demontrer que 

det(fi — nl n ) = a" det(A — a.\I n ) ■ • • det(A — a r I„). 
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(b) En deduire que si /./ est valeur propre de B. alors il existe une valeur propre X de A telle que 

3. On note S,\ l’ensemble des valeurs propres de A, demontrer que 

S B = {P(X)/X gS a }. 

4. Soient X \ , . . . , X r les valeurs propres de A et soit Q(X) le polynome : 

Q(X) = (X-X l )---(X-X r ), 

on note C la matrice C = Q(A). 

(a) Demontrer que Sc = {0}. 

(b) En deduire que le polynome caracteristique de C est (— I )"X n et que C" = 0. 

Correction T [002596] 


3 Examen 

Exercice 7 

Soit A la matrice 



et / l’endomorphisme de R 3 associe. 

1. Factoriser le polynome caracteristique de A. 

2. Determiner les sous-espaces propres et caracteristiques de A. 

3. Demontrer qu’il existe une base de R 3 dans laquelle la matrice de / est 

(\ 1 0 
5=10 1 1 
\0 0 1 

et trouver une matrice P inversible telle que A = PBP 1 . 

4. Ecrire la decomposition de Dunford de B (justifier). 

5. Pour t G R, calculer exp tB. 

6. Donner les solutions des systemes differentiels Y' = BY et X' = AX. 

Correction T [002597] 


Exercice 8 

1. On note (?i,? 2,?3 ) la base canonique de R 3 . Soit A la matrice 

/I 0 0 
A= 0 2 0 
\0 0 3 

Donner sans calcul les valeurs propres de A et une base de vecteurs propres. 

2. On cherche a determiner, s’il en existe, les matrices B telles que exp B = A. 

(a) Montrer que si A = expfi, alors AB = BA. 

(b) En deduire que la base (?i , ?2, ^3) est une base de vecteurs propres de B. 

(c) Determiner toutes les matrices B G telles que cxpB = A. Justifier. 


3 


3. Soit la matrice C, 


'0 1 O' 
0 0 1 
0 0 0 


C = 


Montrer qu’il n’existe pas de matrice D G M3(M) telle que C = cxpD. 

4. Calculer le polynome caracteristique et le polynome minimal de C. 

5. Supposons qu’il existe une matrice E G telle que E 2 = C. Notons Qe(X) son polynome minimal 

et Qc(X) le polynome minimal de C. 

(a) Montrer que Qe(X) divise Qc(X 2 ). 

(b) En deduire que E 3 = 0 et que C 2 = 0. 

(c) Deduire de ce qui precede qu’il n’existe pas de matrice E telle que E 2 = C. 

6. Soient F et G des matrices de M3 (R) telles que F = exp G. Demontrer que pour tout n G N*, il existe une 
matrice H telle que H" = F. 

Correction T [002598] 


4 Rattrapage 


Exercice 9 

Soit m G M, et A la matrice 

( 1 + m 1 + m 1 
—m —m — 1 

m m — 1 0 

1 . Factoriser le polynome caracteristique de A et montrer que les valeurs propres de A sont — 1 et 1 . 

2. Pour quelles valeurs de m la matrice est-elle diagonalisable ? (justifier). Determiner suivant les valeurs de 
m le polynome minimal de A (justifier). 


Correction ▼ 


[002599] 


Exercice 10 

1. Donner un exemple de matrice dans M2(M), diagonalisable sur C mais non diagonalisable sur M (justi- 
fier). 

2. Donner un exemple de matrice dans M2(M) non diagonalisable, ni sur C, ni sur M (justifier). 

Correction T [002600] 


Exercice 11 

Soit A la matrice suivante : 



1. Diagonaliser la matrice A. 

2. Exprimer les solutions du systeme differentiel X' = AX dans une base de vecteurs propres et tracer ses 
trajectoires. 


Correction ▼ 


[002601] 


Exercice 12 

Soit A la matrice 



et / l’endomorphisme de R 3 associe. 
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1. Factoriser le polynome caracteristique de A. 

2. Determiner les sous-espaces propres et caracteristiques de A. 

3. Demontrer qu’il existe une base de M 3 dans laquelle la matrice de / est 

(~\ 0 0 
5= 0 2 1 

\ 0 0 2 

et trouver une matrice P inversible telle que A = PBP 1 . 

4. Ecrire la decomposition de Dunford de B (justifier). 

5. Calculer exp 5. 

Correction ▼ [002602] 
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Correction de l’exercice 1 ▲ 

Soit a E M, notons A la matrice suivante 

A=(° ' V 

\—a 1 +aj 

On definit une suite (u n ) ne ^, par la donnee de uq et u\ et la relation de recurrence suivante, pour n E N 

Un+2 — (1 +o)n n _(_l (III /I 


1. Pour quell es valeurs de a la matrice A est-elle diagonalisable ? 
Calculons le polynome caracteristique Pa(X) : 


Pa(X) 


-X 1 
— ci 1 -\- a — X 


-X{l+a-X) + a = X 2 -(l+a)X + a. 


La matrice A est diagonalisable sur M si le polynome P,\ admet deux racines distinctes dans M. En effet, 
si Pa admet une racine double r et A diagonalisable, alors l’endomorphisme de matrice A est egal a rid/.-, 
ce qui n’est pas le cas. Calculons done le discriminant du polynome caracteristique. 

A = (1 +fl) 2 — 4 a = \+a 2 + 2a — 4a= 1 +a 2 — 2a = (1 — a) 2 . 


Ainsi la matrice A est diagonalisable pour tout a / 1 . 

2. Lorsque A est diagonalisable, calculons A" pour n E N. 

Lorsque A est diagonalisable, il existe une matrice inversible P et une matrice diagonale D telles que 

A = PDP 1 , ainsi pour tout n E N, on a A” = PD"P Determinons les matrices P et D. Pour cela 

calculons les deux valeurs propres de A, ce sont les racines du polynome Pa, on a done 

, 1 +fl + 1 — a \ -\~ a — 1 a 

A\ = = 1 et Ai = = a. 

2 2 

Determinons maintenant des vecteurs propres associes aux valeurs propres 1 et a. On cherche des vecteurs 
e\ et ^2 tels que Ae\ = e\ et Ae \ = ae 



et 


0 1 

—a 1 +a 


y = ax 


ainsi on peut choisir e\ = (1, 1) et ei = (l,a). On a alors 


P = 


, D = 


1 0 
0 a 


, P- 1 = 


i — l V-i 


-1 

1 


D’oii, pour tout n E N, 


A n = PD n P~ ] = P 



1 f a-a n a n - 1 \ 
a-\\a-a n+1 a n+l - l) 


3 . 


On suppose A diagonalisable. On note U n le vecteur U n 



on exprime JJ n + \ en fonction de U n 


et de A, puis U n en fonction de Uo et de A. 

On a, par definition, pour tout n E N, u n+ 2 = (1 +fl )«„+ 1 — an„, ainsi, 


Un + 1 





f Un 

\^W+1 


= AU n . 


On a done U\ = Alio, montrons par recurrence sur n, que pour tout n E N, U„ = A n Uo. C’est vrai pour 
n = 0, Uo = A°Uo = IUo = Uo et pour n = 1. Soit n fixe pour lequel on suppose U„ = A n Uo, on a alors 
U n 1 1 = AU n = A.A"Uo = A n+] Uo, le resultat est done vrai pour tout entier naturel n. 


La matrice A etant supposee diagonalisable, on a done, pour n G N, 


U n =A n U 0 = PD n p- l Uo = 


a — 1 \a — a 


a n - 1 
2 n+1 - 1 


ainsi on peut exprimer pour n £ N, le terme general de la suite u n en fonction des premiers termes uq et 
u\, on a 

u n = ((a — a n )uo + (a" — l)wi) . 


Correction de l’exercice 2 ▲ 

Soit A la matrice de M 3 (M) suivante : 



1 . La matrice A est-elle diagonalisable ? 
Calculons son polynome caracteristique 


Pa(X) 


-X 1 0 

-4 4 — X 0 
-2 1 2—X 


(2 —X) (X 2 — 4X + 4) = (2 — X) 3 . 


la matrice A admet une unique valeur propre 2, si elle etait diagonalisable, elle serait semblable a la 
matrice 2.7 3, elle serait done egale a 2/3 ce qui n’est pas le cas, elle n’est done pas diagonalisable. 

2. Calculons (A — 2/3 ) 2 , puis (A — 2 / 3 )” pour tout n G N. 

On a 

(-2 1 0 \ (-2 1 0 \ /0 0 0 \ 

(A — 27 3 ) 2 =1-4 2 0 -4 2 0 = 0 0 0 , 

2 1 0 / 2 10 / \0 0 0 / 

/-2 1 0 \ 

ainsi, (A — 2 / 3 )° = 7, (A — 273 ) 1 =1—4 2 0 , et, pour tout n ^ 2, on a (A — 21^) n = 0. 

V -2 1 0 / 

On en deduit A" 

Notons 5 = A — 273, on a A = A — 273 + 273 = 71 + 273 avec 7?" = 0 pour /; + 2. Par ailleurs, les matrices 
B et 273 commutent, ainsi 

A" = (B + 27 3 )” = £ C k n B k ( 2h) n - k 

k = 0 

ou les C,, sont les coefficients du binome de Newton : 


" k\(n-k)\' 

Or, pour k ^ 2, on a B k = 0 d’oii pour n ^ 2, 

A' ? = Cf l B () (2lj) n + C ] n B ] ( 27 3 )"“ 1 
= 2' , 7 3 + 2"~ 1 «B 
= 2"7 3 + 2"~ l n(A — 27 3 ) 

= 2"(1 —n)Ii + 2 n ~ 1 nA. 


Correction de l’exercice 3 ▲ 
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Soit / l’endomorphisme de M 4 dont la matrice dans la base canonique est 


/— 8 

-3 

-3 

1\ 

6 

3 

2 

-1 

26 

7 

10 

-2 

\o 

0 

0 

2/ 


1. Demontrons que 1 et 2 sont des valeurs propres de f. 

Pour cela montrons que det(A — I) = 0 et det(A — 21) = 0. On a 


det(A — I) 


-9 -3 
6 2 
26 7 

0 0 


-3 

2 

9 

0 


1 

-1 

-2 

1 


-9 

6 

26 


-3 

2 

7 



-3 0 
2 0 
7 2 


Et 


det(A — 21) 


-10 -3 -3 

6 1 2 

26 7 8 

0 0 0 


1 



0 


Ainsi, les reels 1 et 2 sont bien valeurs propres de la matrice A. 

2. Determinons des vecteurs propres de f associes aux valeurs propres 1 et 2. 
Soit e = (x,y,z,t) tel que Ae = e, on resout alors le systeme 



— 9x — 3y — 3z + t = 0 
6x + 2y + 2z — t = 0 
26x + ly + 9z — 2t = 0 
/ = 0 


{ 3 x+y+z = 0 
26x + ly + 9z = 0 
t = 0 


x = —2 y 
z = 5 y 


t = 0 


ce systeme represente une droite vectorielle engendree, par exemple, par le vecteur 
e = (-2, 1,5,0). 

Soit u = (x,y,z,t) te l 9 ue = 2u, on resout 


f — 10x — 3y — 3z + 1 = 0 

' 10x + 3y + 3z = 0 j 

6x+y + 2z — 1 = 0 < 

6x + y + 2z = 0 < 

[ 26.x + ly + 8z — 2t = 0 

r = 0 l 


3y = — 2x 
3z = — 8x , 


t = 0 


ce systeme represente une droite vectorielle engendree, par exemple, par le vecteur 
u = (3,-2, -8,0). 

3. On considere le vecteur u precedent et on determine des vecteurs v etw tels que 


f(v) =2v + u et f(w) = 2w + v. 


Pour determiner le vecteur v = ( x,y,z,t ), on resout le systeme 

{ — 10.x — 3y — 3z + 1 = 3 ( lOx + 3y + 3z = — 3 

6x + y + 2z — t = -2 <=> < 6x+y + 2z = -2, 

26x + ly + 8z — 2f = — 8 [ t = 0 

le vecteur v = (0,0, —1,0) convient. Pour determiner le vecteur w = (x,y,z,t), on resout le systeme 


{ — lOx — 3y — 3z + t = 0 T 10x + 3y + 3z = — 1 

6x+y + 2z — 1 = 0 < 6x+y + 2z = — 1, 

26.x + 7y + 8z — 2t = — 1 [ t = — 1 


le vecteur vv = (1/2,0, —2,-1) convient. 



4. Les vecteurs e. u, v etw sont ceux definis precedemment. On demontre que (e,u,v,w) est une base de M 4 
et on donne la matrice de f dans cette base. 

La matrice M des vecteurs e,u,v,w dans la base cannonique est de rang 4 car son determinant est non 
nul, en effet 


detM = 


-2 

1 

5 

0 


3 

-2 

-8 

0 


0 

0 

-1 

0 


1/2 

0 

-2 

-1 


-2 

1 

5 


3 

-2 

-8 


0 

0 

-1 


-2 3 

1 -2 


= - 1 . 


Compte tenu des definitions des vecteurs e,u,v,w, la matrice B de l’endomorphisme / dans la base 
(e,u,v,w) s’ecrit 


B = 


/I 0 0 0\ 
0 2 10 
0 0 2 1 
\0 0 0 2 / 


5. La matrice A est-elle diagonalisable ? 

D’apres la question precedente, les valeurs propres de / sont 1, valeur propre simple, et 2 de multiplicite 
3. Nous avons vu dans le b) que le sous-espace propre associe a la valeur propre 2 est de dimension 1/3, 
ainsi, la matrice A n’est pas diagonalisable. 


Correction de l’exercice 4 ▲ 

Soit A la matrice suivante 

/ 3 0-1 

A = 2 4 2 

\-l 0 3 

1. On determine et on factorise le polynome caracteristique de A. 
Soit Pa le polynome caracteristique de A, on a 


Pa(X) 


3 — X 0 -1 

2 4 — X 2 

-1 0 3 — X 


(4-X)(X * 1 2 -6X + 8) 
(4 — X)(X — 4)(X — 2) 
(2 — X)(4 — X) 2 


2. On demontre que A est diagonalisable et on determine une matrice D diagonale et une matrice P inver- 
sible telles A = POP 1 . 

Le polynome Pa admet deux racines, done la matrice A admet deux valeurs propres, X\ = 2, valeur propre 
simple et X 2 = 4, valeur propre double. Determinons les sous-espaces propres associes. 

Notons E\ = {V = ( x,y,z)/AV = 2V}, on resout alors le systeme 

3x — z = 2x 
2x + 4 y + 2z = 2 y 
—x + 3 z = 2 z 

Le sous-espace propre E\ associe a la valeur propre 2 est une droite vectorielle, dont un vecteur directeur 

est e\ = (1,-2, 1). 

Notons £3 = {V = ( x,y,z)/AV = 4V}, on resout alors le systeme 

{ 3x — z = 4x 
2x + 4y + 2z = 4y z = — x 

—x + 3z = 4z 
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Le sous-espace propre /A associe a la valeur propre 4 est le plan vectoriel, d’equation 
z = — x dont une base est donnee, par exemple par les vecteurs e? = (0, 1,0) et 

?3 = (1,0, — 1). Remarquons que l’on pouvait lire directement sur la matrice A, le fait que le vecteur ei 
est vecteur propre associe a la valeur propre 4. 

Les dimensions des sous-espaces propres sont egales aux multiplicites des valeurs propres correspon- 
dantes, par consequent, l’espace M 3 admet une base de vecteurs propres et la matrice A est diagonalisable. 
Notons P la matrice de passage, on a 


et, si D est la matrice diagonale 


on a la relation 



A = PDP 


3. On donne en le justifiant, mais sans calculs, le polynome minimal de A. 

La matrice A est diagonalisable, done son polynome minimal n’a que des racines simples, par ailleurs les 
racines du polynome minimal sont exactement les valeurs propres de A et le polynome minimal est un 
polynome unitaire qui divise le polynome caracteristique. On a done 

Q A (X) = (X-2)(X-4). 


4. On calcule A" pour n 6 N. 

On a vu, dans la question 2), que A = PDP ', on a done, pour n 6 N, A" = P l D"P, or 


(T 0 0 \ 

D" = 0 4" 0 , 

V o 0 4'7 


il nous reste a calculer P 1 . On sait que P 1 = j^p'P, d’ou 



-2 

-1\ 

'-il 

H 

0 

0 

-2 

0 et P 

-2 

-2 

-1 

-2 

1/ 


l-l 

0 


On a done 



1 \ (T 0 0 \ 

0 0 4" 0 

— 1/ \ 0 0 4'7 

0 2" - 4" \ 

2.4" 2(4" - 2") . 

0 2" + 4" ) 




Correction de l’exercice 5 ▲ 

Soit A la matrice suivante 
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1. On calcule le polynome caracteristique et on determine les valeurs propres de A. 
Le polynome caracteristique P A ( X ) est egal a 


Pa(X) 


l-X 1 

2 l-X 


(1— X) 2 — 2 = X 2 — 2X— 1. 


Calculons ses racines, le discriminant reduit de ce polynome du second degre est egal a A' = (— l) 2 — 
(—1) = 2, les racines sont done 

h = 1 + y/2 et A 2 = 1 - y/2, 

ce sont les valeurs propres de A. 

2. On note X\ > A 2 les valeurs propres de A, E\ et E 2 les sous-espaces propres associes. On determine une 
base (el , £ 2 ) de M 2 telle que £\ G E\, £ 2 G Ei, les deux vecteurs ayant des coordonnees de la forme ( I ,)’)■ 

tel que A.£\ = (1 + y/2)£\ , on calcule done y tel que 


On cherche £\ = 


ce qui equivaut a 



1 +y — 1 + y/2 

2 +y = (1 + V2)y 


d’oii y = s/2 et £\ 
On cherche e 2 = I 


1 

X, 



tel que A.£ 2 


(1 - y/2) £ 2 , on calcule done y tel que 



ce qui equivaut a 


1 +y = 1 — \/2 
2+y = (1 - v / 2)y 


3. 


d’ou y = — s/2 et £ 2 = 

Soit x un vecteur de M 2 , on note {cx.fi ) ses coordonnees dans la base (f . f j.On dernontre que, pour 
n G N, on a 

A n x = aX"£i + P XfEi. 



On ax = a£i + jSe 2 , d’ou, par linearite Ax = aA£i + j3A£ 2 et A n x = aA n £ \ + /3A"£ 2 . Or, on montre, pai - 
recurrence sur n, que A n £\ = A['£| et de menie A' ! £ 2 = A"£ 2 . Pour n = 1, e’est la definition des vecteurs 
propres. Soit n fixe, tel que A'% = A{ ! £i, on a alors A' !+1 £i = A.A n £\ = Aj'A£i = A" +1 £i. Ainsi, pour tout 
n G N, on a A' ! £[ = A”£i, et, de meme, A' ! £ 2 = A "£ 2 . D’ou le resultat. 

4. Notons A n x = ^ ans ^ ase canonique de M 2 . On exprime a n et b n enfonction de a, fi. Ai et A 2 et 

on en deduit que, si (X f 0, la suite ^ tend vers y/2 quand n tend vers +°°. 

D’apres la question precedente et les vecteurs £\ et £ 2 obtenus en 2) on a 
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d’ou 


Clfi — OjAj -\- /3A<2 

b n = \/2(aA" - /3A£) 


On suppose a / 0, pour « assez grand, on a 



or, 


| Ai | = 1 1 + s/2\ > 1 


ft— >+oo 


lim Aj * 1 = +°o, 


et 


|A 2 | = |1-v^| <1 


n^+oo 


lim At = 0. 


D’ou 1’ equivalence 



On a done bien 


lim — = v/2. 


«— ^+00 d n 


5. (9/? explique, sans calcul, comment obtenir, a partir des questions precedentes, une approximation de s/2 
par une suite de nombres rationnels. 

La matrice A est a coefficients entiers, aussi, pour tout n E N, la matrice A n est a coefficients entiers. Si 
Ton choisit un vecteur x a coordonnees entieres dans la base canonique de M 2 , alors les coordonnees a n 

b n 

et b n du vecteur A n x sont des entiers et elles nous fournissent une suite — de nombres rationnels qui tend 


vers s/2. 


Correction de l’exercice 6 ▲ 

Soit P(X) un polynome de C[X], soit A une matrice de M n ( C). On note B la matrice : B = P{A) E M n { C). 

1. On demontre que si x est un vecteur propre de A de valeur propre A, alors x est un vecteur propre de B 
de valeur propre P( A). 

Soit x / 0 tel que Ax = Ajc, notons P(X) = Tfk=o a kX k , on a 


ce qui prouve que x est un vecteur propre de la matrice B = P{A) pour la valeur propre P{ A). 

2. Le but de cette question est de demontrer que les valeurs propres de B sont toutes de la forme P( A), avec 
A valeur propre de A. 

Soit g E C, on decompose le polynome P(X) — p en produit de facteurs de degre 1 : 


d 


P(A ) — ^ a^A — aoln d - a\A • • • -{- a^A 


ou I n designe la matrice unite. 

Or, pour k E N, on a A k x = X k x, d’ oil 



P(X)-fi = a(X -a/--- (X-Or). 
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(a) On demontre que dct(/? — pl n ) = a n det(A — (X,\I n ) ■ ■ ■ det(A — a r I n ) . 

Compte tenu de la decomposition du polynome P(X) — p, on a 

P(A) - pl n = aI n (A - a\I n ) ■■■{A- a r I n ) 

d’ou 

det(R — (li,,) = a' * 1 det(A — aj n ) ■ ■ ■ det(A — a r I n ) 

car le determinant est une forme multilineaire (d’ou le a n ) et le determinant d’un produit de matrices 
est egal au produit de leurs determinants. 

(b) On en deduit que si p est valeur propre de B, alors il existe une valeur propre A de A telle que 
p=P(l). 

Si fl est une valeur propre de B, alors, par definition, det(5 — p l „ ) = 0, ainsi, compte tenu de la 
question precedente, il existe un a,-, 1 ^ i ^ r, tel que det(A — a,7„) = 0, c’est-a-dire que l’un des 
a,, 1 ^ i ^ r, est valeur propre de A. Or, pour 1 ^ i ^ r, P(cXj) — p = 0 done si p est une valeur 
propre de B, on a p = P(a,-) oil a,- est une valeur propre de A. 

3. On note .S ',4 l’ensemble des valeurs propres de A. On demontre que 

s B = {P(X)/?i es A }. 

Soit A une valeur propre de A, on a demontre en 1) que P( A ) est une valeur propre de B, ainsi {P(A )/ A e 
S ,\ } C Sb- Reciproquement, si p est une valeur propre de B alors, d’apres 2), il existe une valeur propre 
A de A telle que p = P( A), ainsi on a S B C {P( A)/ A G 5^}, d’ou l’egalite des deux ensembles. 

4. Soient Ai , . . . , A r les valeurs propres de A et soit Q(X) le polynome 


Q(X) = (X- 


on note C la matrice C = Q{A). 

(a) On demontre que Sc = {0}. 

D’apres la question precedente, on a Sc = {<2(A)/ A G SA}. Or, par definition du polynome Q(X), 
on a 0(A) = 0 pour toute valeur propre A de A, ainsi, Sc = {0}. 

(b) On en deduit que le polynome caracteristique de C est (— I )"X n et que C n = 0. 

Les valeurs propres de C sont les racines de son polynome caracteristique, or C admet une unique 
valeur propre : 0, ainsi Pc(X) = (— I ) n X n . Par ailleurs, d’apres le theoreme de Cayley-Hamilton, on 
a P c (C) = 0, ainsi (-1 ) n C n = 0, done C n = 0. 


Correction de l’exercice 7 A 

Soit A la matrice 



et / l’endomorphisme de M 3 associe. 

1. Factorisons le polynome caracteristique de A. 

Le polynome caracteristique de A est le polynome 


Pa(X) 


2-X 0 -1 

-1 \-X 1 

0 -1 -X 


(2 


X) 


1 -X 

-1 


1 

-X 


-1 1 -X 

0 -1 


(2 — X)(X 2 — X + 1) — 1 
— X 3 + 3X 2 — 3X + 1 = (1-X) 3 
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2. Determinons les sous-espaces propres et caracteristiques de A. 

La matrice A admet une unique valeur propre A = 1, comme A^I, elle n’est pas diagonalisable. Son sous- 
espace caracteristique est egal a ker(A — I3) 3 = R 3 . En effet, d'apres le theoreme de Hamil ton-Cay ley, on 
a Pa(A) = 0, c’est-a-dire ( A — I 3 ) 3 = 0. Son sous-espace propre est egal a ker(A — I 3 ). 

ker(A — 73) = {u € R 3 / Au = u] = {(jc,y,z) € R 3 / x = z = — y}. 

C’est la droite vectorielle engendree par le vecteur u\ = (1, — 1, 1). 

3. Demontrons qu ’il existe une base de R 3 dans laquelle la matrice de f est 

(\ 1 0 
5= 0 1 1 

\0 0 1 


et trouver une matrice P inversible telle que A = PBP 1 . 

Le vecteur U\ verifie Au\ = u\, on cherche un vecteur tii = (r,y,z) tel que AU 2 = u\ + uj- 


A 112 


Ml + U2 



/ 2 x — z\ / 1+x \ 


On obtient done z — x = z + y = — 1, le vecteur 112 = ( 1 , — 1 , 0) convient. On cherche alors un vecteur 
U 3 = (x,y,z) tel que A 113 = 112 + M3. 


Au 3 


U 2 + U 3 



1 ~\~X \ 

-1 +y) 


on obtient alors x+y = x — z = 1. Le vecteur 113 = (1,0,0) convient. Ainsi, dans la base (mi,M 2,M3) la 
matrice de / est egale a 5. La matrice P cherchee est 



4. 


on a bien A = PBP 1 et 5 = P l AP. 
Ecrivons la decomposition de Dunford de B. 
On a 


/ 1 1 0\ /I 0 0\ /0 1 0\ 

5= 0 1 1 = 0 1 0 + 0 0 1 ] =/ 3 + /V 

\0 0 1 / \0 0 1 / \0 0 0 / 

/0 1 0 \ /0 0 1 \ 

Si N = 0 0 1 alors N 2 = ( 0 0 0 ) et /V 3 = 0. La matrice I 3 est diagonale, la matrice N est 

\o 00/ \o 0 0/ 


nilpotente, les matrices I 3 et N commutent, c’est done bien la decomposition de Dunford de 5. 


5. Pour t E R, calculous exp tB. 

On a, pour t e R, tB = tl^+tN, ainsi exp tB = exp(?/ 3 +tN) = (exp 1/3) (exp t N) car les matrices 1/3 et tN 

t t ^ O 

commutent. Par ailleurs, exp /A = e I 3 et expLV = I + tN + -N~. On a done 


( l ' 

exp tB = e r 0 1 
\0 0 
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6. Donnons les solutions des systemes differentials Y' = BY et X' = AX. 

Integrons le systeme Y' = BY, sa solution generale s’ecrit 

Y(t ) = (exprB)Fo, 

ou Yq est un vecteur de M 3 . 

Integrons alors le systeme X' = AX. Remarquons que si PY est solution de X' = AX, on a 

(. PY)' =A(PY ) <=^ PY' =APY <=^ Y' = P~ * l APY <=^ Y' = BY 

ainsi Y est solution de Y' = BY, la solution generale du systeme X ’ = AX secrit done 

/ 1 1 1\ /I t t 2 / 2\ 

X{t)=P(exptB)Y 0 = e t -1 -1 0 0 1 t F 0 

V 1 0 0/ \0 0 1 / 

/ 1 f + 1 t 2 /2 + t + l\ / a\ 

= e l I — I — t — 1 —t 2 /2 — t I [ ft ] 

V 1 t t 2 / 2 ) \c) 

oil Fo = ( a,b,c ) est un vecteur de M 3 . Ou encore 

( x(t) = e' (a + b(t + 1 ) + c{t~ / 2 + 1 + 1 )) 

< y(t) =e , {-a-b{t + \)-c{t 2 /2 + t)) 

{_ z(t ) = e'(a + bt + ct 2 / 2) 

ou encore 

f.x{t)\ ( e‘ \ ( e'{t + 1) \ /e t (t 2 /2 + t + l)\ 

ly(t)\=a\-e t \+bl-e t (t+l)\+cl -e t (t 2 /2 + t) I 

\z(t)J \e< ) \ te< ) \ e't 2 / 2 ) 

avec ( a,b,c ) E M 3 . 


Correction de l’exercice 8 A 

1. On note (?i,? 2,?3) la base canonique de M 3 . Soit A la matrice 


A = 



Donnons sans calcul les valeurs propres de A et une base de vecteurs propres. 

La matrice A est diagonale dans la base canonique de M 3 , on a Ae \ = e\, Ae 2 = 2?2 et Ae 3 = 3e^. Les 
valeurs propres de A sont les reels 1, 2 et 3 et les sous-espaces propres associes sont les droites vectorielles 
engendrees respectivement par e\, ej et ej. 

2 . On cherche a determiner, s’il en existe, les matrices B telles que exp B = A. 

(a) Montrons que si A = expB, alors AB = BA. 

On suppose qu’il existe B telle que A = expR. On a alors, par definition. 



(b) On en deduit que la base (e \ , ?2, ej) est une base de vecteurs propres de B. 

On a (BA)e\ = B(Ae 1) = Be\, mais BA = AB, on a done Be\ = (AB)e 1 = A{Be\). Ce qui prouve 
que Be 1 est un vecteur propre de A associe a la valeur propre 1, il est done colineaire a e\ , ainsi, 
e\ est bien un vecteur propre de B. De meme, /Me 2 = 2 Be-± = ABe 2 done Be 2 est colineaire a ei et 
?2 est un vecteur propre de B. Et aussi, BAe 3 = 3 Be^ = ABe 3 d’oii Be 3 colineaire a £3 et ej, vecteur 
propre de B. 
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(c) Determinons les matrices B G M 3 (R) telles que exp B = A. 

Les vecteurs e\ . Rr/ etant vecteurs propres de B, la matrice B est diagonale dans la base canonique, 
il existe done des reels A] , A 3 et A 3 tels que 

/Ai 0 0 \ /R 0 0 \ /I 0 0 \ 

B = J 0 A 2 0 I , ainsi exp5 = J 0 e Xl 0 I = I 0 2 0 J 

\0 0 A 3 / \0 0 e**J \0 0 3/ 

ce qui implique e ^ = 1 , R = 2 et R = 3 et done Ai = lnl = 0 , A 2 = ln 2 et A 3 = ln3 d’ou 
l’existence d’une unique matrice B telle que exp B = A, e’est la matrice 

/0 0 0 \ 

B= 0 In 2 0 

\0 0 ln3 / 


3. Soit la matrice C, 


R 

\o 0 0 / 


Montrons qu’il n’ existe pas de matrice D G M 3 (M) telle que C = exp D. 

Quelque soit la matrice D, la matrice expD est inversible d’inverse exp (— D), or, il est clair que la matrice 
C n’est pas inversible, son determinant est nul, ainsi, il n’existe pas de matrice D telle que C = expD. 

4. Calculous le polynome caracteristique et le polynome minimal de C. 

Soit Pc(X) le polynome caracteristique de C, on a 


Pci }- 0 


-X 

0 

0 


1 

-X 

0 


0 

1 

-X 



1 

-X 


= -X J 


Le polynome minimal Qc de C est unitaire, divise son polynome caracteristique P c et s’annule en C, or 
/0 ° !\ 

C 2 = 0 0 0 /0, mais C 3 = 0, d’ou Q C (X) = X 3 . 

\0 0 0/ 

5. Supposons qu'il existe une matrice E G M 3 (M) telle que E 2 = C. Notons Qe(X) son polynome minimal 
et Qc(X ) le polynome minimal de C. 

(a) Montrons que Qe{X) divise Qc(X 2 ). 

On a Qc(C ) = Qc{E 2 ) = 0, ainsi le polynome S(X) = Qc(X 2 ) s’annule en E, ce qui prouve que 
Qe(X), polynome minimal de E, divise Qc(X 2 ). 

(b) On en deduit que E 2 = 0 et que C 2 = 0. 

Le polynome minimal de E divise Qc(X 2 ) = —X 6 , or son degre est inferieur ou egal a 3, par ailleurs 
on suppose E 2 =C done E 2 / 0 ainsi, on a bien Qe (X) = X 3 et E 3 = 0, or, E 3 = 0 implique E 4 = 0 
et, comme E 4 = C 2 , on a C 2 = 0. 

(c) On deduit de ce qui precede cju ’il n ’existe pas de matrice E telle que E 2 = C. 

Si une telle matrice existe, alors on a vu qu’elle verifie E 3 = 0, ainsi on a E 4 = 0, or E 4 = C 2 / 0, 
d’ou la conclusion. 

6. Soient F et G des matrices de M 3 (M) telles que F = exp G. Demontrons que pour tout n G N*, il existe 
une matrice H telle que H n = F . 

Soit F = exp G et 12 G N*, posons H = exp R, on a 

( 1 \ n 

exp-G) = exp -G = exp G = F. 
n J n 
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Correction de l’exercice 9 ▲ 

Soit m G M, ct A la matrice 

( 1 + m 1 + m 1 
— m —m — 1 

m m — I 0 

1. Factorisons le polynome caracteristique de A et montrons que les valeurs propres de A sont — I et I . (1,5 
points) 


Pa(X) 



l+m — X 

l+m 

1 


= 

—m 

—m — X 

-1 



m 

m — 1 

-X 



l+m — X 

l+m 

1 

= 

—m 

—m — X 

- 

1 


0 

—X — 1 

-X 

- 1 


l+m — X 

m 


1 

= 

—m 

l-m-X 


-1 


0 

0 

-X- 


= -(l+X)((l -Xf-nr+m 2 ) 
= —(1 +X)(1 — X) 2 


Ainsi, les valeurs propres de la matrice A sont —1, valeur propre simple, et 1, valeur propre double. 

2. Pour quelles valeurs de m la matrice est-elle diagonalisable ? (1,5 points) 

La matrice A est diagonalisable si et seulement si le sous-espace propre associe a la valeur propre 1 est 
de dimension 2. Determinons done ce sous-espace propre E\ = {u = (x,y.z) G M 3 , Au = u\. 

{ mx + ( 1 + m)y + z = 0 
— mx — ( 1 + m)y — z = 0 
mx + (m — l)y — z = 0 

{ mx + ( 1 + m)y + z = 0 
mx + (m — l)j — z = 0 

I 2y + 2z = 0 
1 2 mx + 2 my = 0 

j y+z= 0 
1 m(x + y) = 0 

Ainsi, l’espace E\ est de dimension 2 si et seulement si m = 0, c’est alors le plan d’equation y + z = 0, 
sinon c’est une droite, intersection des deux plans j + z = 0etv+j = 0. 

Determinons suivant les valeurs de m le polynome minimal de A. (1 point) 

Si m = 0, la matrice A est diagonalisable, son polynome minimal n’a que des racines simples, il est egal 
a 

G(*) = (x-i)(x + i). 

Si m / 0, la matrice A n’est pas diagonalisable, son polynome minimal ne peut pas avoir uniquement des 
racines simples, il est done egal a 

<2(*) = (x-i) 2 (x + i). 
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Correction de l’exercice 10 ▲ 

1. Donnons un exempt e de matrice dans ATofM), diagonalisable sur C mats non diagonalisable sur R. (2 
points) 

Soit A la matrice A = ( ^ J . Son polynome caracteristique est egal a 


Pa(X) 


-X 

1 


-1 

-X 


= X 2 + 1. 


Le polynome caracteristique de A admet deux racines complexes conjuguees distinctes i et —i elle est 
done diagonalisable sur C mais elle ne Test pas sur R. 

2. Donnons un exemple de matrice dans Mi(W) non diagonalisable, ni sur C, ni sur R. (2 points) 

Soit A la matrice A = ( j J . Son polynome caracteristique est egal a 


Pa(X) 


l-X 1 
0 1 -X 


(l-X) 2 . 


Le polynome caracteristique de A admet une racine double 1, la matrice A admet 1’ unique valeur propre 
1, or, elle n’est pas egale a l’identite, par consequent, elle n’est diagonalisable, ni sur C, ni sur R. 


Correction de l’exercice 11 ▲ 

Soit A la matrice suivante : 



1 . Diagonalisons la matrice A. (2 points) 

Son polynome caracteristique est egal a 


Pa(X) 


-X 

1 



i = (x — 1 ) (X + 1 ) . 


La matrice A admet deux valeurs propres distinctes, elle est done diagonalisable. 

Determinons une base de vecteurs propres de A. 

Soit u = (x,y) £ R 2 , 

An = u x = y et Au = — u <^=^- x = —y. 

Notons ;7 1 =(1,1) et i ?2 = (— 1, 1), le vecteur U\ est un vecteur propre associe a la valeur propre 1 et 
le vecteur ui est un vecteur propre associe a la valeur propre — 1, ils sont lineairement independants, ils 
foment done une base de R 2 . Ainsi, on a A = PDF 1 , oil 


P = 



0 

-1 


2. Exprimons les solutions du systeme differentiel X' = AX dans une base de vecteurs propres et tragons ses 
trajectoires. (3 points) 

Soit Y tel que PY = X, on a alors 

X' = AX <=^ PY' =APY <=^ Y' = P~ * l APY <=^ Y l = DY. 


Les solutions du systeme differentiel X' = AX dans la base de vecteurs propres (d\. Hi ) sont les solutions 
du systeme Y' = DY. Si Y = (x,y), on a x'(t) = x(t) et y'(t) = —y(t), ainsi, les solutions du systeme sont 
x(t) = ae‘ et y(t) = be~’ oil a et b sont des constantes reelles arbitrages. Les trajectoires, exprimees dans 
la base de vecteurs propres (u\,U 2 ), sont done les courbes d’equation y = c/x avec c £ R, ce sont des 
branches d'hyperboles. 
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Correction de l’exercice 12 ▲ 

Soit A la matrice 



et / l’endomoiphisme de M 3 associe. 

1. Factorisons le polynome caracteristique de A. (1 point) 
On a 



3-X 

2 

4 

Pa(X) = 

-1 

3-X 

-1 


-2 

-1 

-3-X 


-1 -X 

2 

4 

= 

0 

3-X 

-1 


l+x 

-1 

-3-. 


-1 -X 

2 

4 

= 

0 

3-X 

-1 


0 

1 

1-X 


= (— 1 — X)(X 2 — 4X + 4) = — (X + 1)(X — 2) 2 


Les valeurs propres de la matrice A sont Ai = — 1, valeur propre simple et A 2 = 2, valeur propre double. 
2. Determinons les sous-espaces propres et caracteristique s de A. (2 points) 

Le sous-espace propre associe a la valeur propre — 1 est le sous-espace vectoriel defini par 


Soit u = ( x,y,z ) G M 3 , 


E_i = {u G M 3 , = — m}. 


m G £_i 


{ 4x + 2j + 4z = 0 
-x + 4y - z = 0 
— 2x — y - 2z = 0 


2x+y + 2z = 0 
x- 4y + z = 0 


L’espace E i est une droite vectorielle dont un vecteur directeur est donne par 


mi = (1,0, -1). 


Le sous-espace propre associe a la valeur propre 2 est le sous-espace vectoriel Ei defini par 

E 2 = {u G M 3 , An = 2m}. 

Soit m = (x,y,z) G M 3 , 


m G E 2 


x + 2 ,y + 4z = 0 
-x + y-z = 0 
— 2x — y — 5z = 0 


x + 2y + 4z = 0 
x-y + z = 0 


L'espace ZL est une droite vectorielle dont un vecteur directeur est donne par 

m 2 = (2, 1,-1). 

Le sous-espace E 2 etant de dimension 1, la matrice A n’est pas diagonalisable. 
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Le sous-espace caracteristique lV_i associe a la valeur propre —1 est egal au sous-espace propre E_\. Le 
sous-espace caracteristique AO associe a la valeur propre 2 est egal a 

N 2 = ker(A - 2 1) 2 . 


Determinons-le 

/ 1 2 4 \ / 1 2 4 \ /— 9 0 — 18\ 

(A — 27) 2 =1-1 1 -1 -1 1 -1 = 0 0 0 . 

\— 2 -1 -5/ \— 2 -1 -5/ \ 9 0 18 / 

D’ou ker(A — 2 1) 2 = {(x,;y,z)R 3 , x + 2z = 0}, e’est le plan vectoriel d’equation x + 2 z = 0. 

3. Demontrons qu ’il existe une base de R 3 dans laquelle la matrice de f est ( 1 point) 

/-I 0 0 
5 = 0 2 1 

V 0 0 2 


Les vecteurs d\ et u 2 , vecteurs propres associes aux valeurs propres — 1 et 2 conviennent pour les deux 
premiers vecteurs de la base recherchee, on va alors chercher un vecteur u 2 <G ker(A — 2 1) 2 tel que Au 2 = 
U 2 + 2 i< 3 , notons u 2 = (—2 z,y,z), on determine y et z tels que 

2y — 2 z\ / 2 \ /- 4z 

3y + z ) = 1 + 2 y 

-y+zj \— 1 / \ 2z 

on obtient y + z = 1 , le vecteur M 3 = ( 0 , 1 , 0 ) convient. 

Trouvons une matrice P inversible telle que A = PBP l . (1 point) 

La matrice de passage P qui exprime la base (u\ ,U 2 -d 2 ) dans la base canonique de R 3 repond a la 
question, 

/ 1 2 0 \ /-I 0 — 2 \ 

P= 0 1 1 etr’= 1 0 1 . 

V-1 -1 oy V-1 1 -1/ 

4. Ecrivons la decomposition de Dunford de B. (1 point) 

On a 

/-I 0 0\ /-I 0 0\ /0 0 0\ 

5=0 21=0 20+001, 

\ 0 0 2J \ 0 0 2 / \0 0 0 / 

' v ' ' V ' 

D N 

la matrice D est diagonale, la matrice N est nilpotente, N 2 = 0, et ND = DN, e’est done bien la decom- 
position de Dunford de la matrice 5. 

5. Calculous exp 5. (1 point) 

Compte tenu de la question precedente, on a B = N + D, avec DN = ND, ainsi exp5 = expDcxp/V, or 

/e- 1 0 0\ /I 0 0\ 

expD = j 0 e 2 0 I et expA^ = 7+./V = j 0 1 11. 

\ 0 0 e 2 ) \0 0 ij 

D’ou 

/e 1 0 0\ 

exp5 = 0 e 2 e 2 J . 

\ 0 0 e 2 ) 
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